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Problema 1.

Fie n ≥ 1 s
,
i �e A,B,X ∈ Mn(C) matrice care comut  dou  câte dou . Dac  rang(AB) = 1 ³i

AX −BX2A = X3, demonstraµi c 

rang(A−X2) ≤ dimkerX + 1.

Solut
,
ie.

Punem T = A−X2. Deoarece A, B, X comut  dou  câte dou , avem BX2A = ABX2. Ecuat
,
ia

AX −BX2A = X3 devine AX −X3 = ABX2, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
adic  TX = ABX2. Cum T comut  cu X, rezult  s

,
i XT = ABX2. Prin urmare

rang(XT ) ≤ rang(AB) = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Aplic m acum teorema rang-defect aplicat

,
iei X

∣∣
ImT

: ImT → Cn. Obt
,
inem

dim ImT = rang(XT ) + dim
(
ImT ∩ kerX

)
, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

cu alte cuvinte, rang T = rang(XT ) + dim
(
ImT ∩ kerX

)
. De aici rang T ≤ 1 + dimkerX, adic 

rang(A−X2) ≤ dimkerX + 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
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Problema 2.

Fie A1A2A3A4 tetraedru ortocentric cu ortocentrul H ³i not m vi :=
−−→
HAi, i ∈ 1, 4.

a) Ar taµi c  exist  scalarii wi ∈ R pentru care
4∑

i=1
wivi = O3,1 ³i

4∑
i=1

wiviv
T
i = I3.

b) Se consider  cuadrica de ecuaµie

Q : rTKr+ LT r+ p = 0,

unde K ∈ M3(R), L ∈ M3,1(R), p ∈ R. Dac  Tr(K) = 0 ³i Ai ∈ Q, i ∈ 1, 4, atunci H ∈ Q.

Not . Într-un tetraedru ortocentric muchiile opuse sunt perpendiculare.
Solut

,
ie.

Observat
,
ie preliminar . Exist  un scalar nenul λ ∈ R astfel încât vi · vj = λ pentru orice i ̸= j.

Într-adev r, dreptele HAi sunt în lt
,
imile tetraedrului, deci HA1 este perpendicular  pe planul

A2A3A4. În particular:

HA1 ⊥ A2A3 ⇒ v1 · (v3 − v2) = 0 ⇒ v1 · v3 = v1 · v2,

HA1 ⊥ A2A4 ⇒ v1 · (v4 − v2) = 0 ⇒ v1 · v4 = v1 · v2.

Astfel v1 · v2 = v1 · v3 = v1 · v4. Aplicând acelas
,
i rat

,
ionament pentru celelalte vârfuri, obt

,
inem

v1 · v2 = v1 · v3 = v1 · v4 = v2 · v3 = v2 · v4 = v3 · v4 =: λ.

Constanta λ este nenul ; altfel, presupunând λ = 0, dintr-o relat
,
ie de dependent

,
  liniar 

4∑
i=1

civi = O3,1

(exist , �ind 4 vectori în R3) am obt
,
ine, prin produs scalar cu vk, ck|vk|2 = 0, deci ck = 0 pentru orice

k, contradict
,
ie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

a) Exist  scalarii c1, c2, c3, c4, nu tot
,
i nuli, astfel încât

4∑
i=1

civi = O3,1. Înmult
,
im scalar aceast 

relat
,
ie cu vk:

ck|vk|2 +
∑
i̸=k

ci(vi · vk) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Folosind vi · vk = λ pentru i ̸= k s

,
i notând S = c1 + c2 + c3 + c4, obt, inem

ck|vk|2 + λ(S − ck) = 0 =⇒ ck(|vk|2 − λ) = −λS =⇒ ck =
−λS

|vk|2 − λ
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
De�nim

wk := − ck
λS

=
1

|vk|2 − λ
, k ∈ 1, 4.

Cu aceast  alegere,
4∑

i=1
wivi = − 1

λS

4∑
i=1

civi = O3,1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Fie matricea A =
4∑

i=1
wiviv

T
i . Pentru a ar ta A = I3, este su�cient s  veri�c m Avk = vk pentru

k ∈ 1, 3 (vectori liniar independent
,
i, deci baz  în R3):

Avk =
4∑

i=1

wivi(v
T
i vk) = wk|vk|2vk + λ

∑
i̸=k

wivi.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Din
4∑

i=1
wivi = O3,1 avem

∑
i̸=k

wivi = −wkvk, deci

Avk = wk|vk|2vk − λwkvk = wk(|vk|2 − λ)vk = vk.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

b) Cum Ai ∈ Q, ecuat
,
ia cuadricei este satisf cut  pentru �ecare vi =

−−→
HAi (luând H ca origine):

vT
i Kvi + LTvi + p = 0, i ∈ 1, 4.

Înmult
,
im �ecare egalitate cu wi (de la a)) s

,
i sum m:

4∑
i=1

wi(v
T
i Kvi) + LT

(
4∑

i=1

wivi

)
+ p

4∑
i=1

wi = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Folosind vT

i Kvi = Tr(Kviv
T
i ) s, i liniaritatea urmei,

4∑
i=1

wi(v
T
i Kvi) = Tr

(
K

4∑
i=1

wiviv
T
i

)
= Tr(K · I3) = Tr(K) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

De asemenea,
4∑

i=1
wivi = O3,1, deci termenul LT (

∑
wivi) = 0. R mâne

p
4∑

i=1

wi = 0.

Calcul m
4∑

i=1
wi. Aplicând urma identit t

,
ii

4∑
i=1

wiviv
T
i = I3 s

,
i folosind Tr(viv

T
i ) = |vi|2, obt, inem

4∑
i=1

wi|vi|2 = Tr(I3) = 3.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Din wi =

1
|vi|2−λ

rezult  |vi|2 = 1
wi

+ λ, deci

3 =
4∑

i=1

wi

(
1

wi
+ λ

)
= 4 + λ

4∑
i=1

wi =⇒
4∑

i=1

wi = − 1

λ
̸= 0.

As
,
adar p = 0. Calculând valoarea polinomului cuadricei în H (originea sistemului),

OT
3,1KO3,1 + LTO3,1 + p = p = 0,

deci H ∈ Q. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Problema 3.

Pentru n ≥ 0, �e Fn = 33
n
+ 1. Pentru n ≥ 1, numim factor prim nou al lui Fn orice prim p care

divide Fn, dar nu divide Fn−1. Demonstraµi c , pentru orice n ≥ 1 ³i pentru orice factor prim nou p
al lui Fn, avem

ordp(3) = 2 · 3n.

Solut
,
ie.

Fix m n ≥ 1 s
,
i punem x = 33

n−1
. Atunci

Fn = 33
n
+ 1 = x3 + 1 = (x+ 1)(x2 − x+ 1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
iar Fn−1 = x+ 1.
Fie p un factor prim nou al lui Fn. Prin de�nit

,
ie, p | Fn s

,
i p ∤ Fn−1. Cum Fn = (x+1)(x2 − x+1)

s
,
i Fn−1 = x+ 1, rezult  c  p | x2 − x+ 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Observ m c  p ̸= 2 s
,
i p ̸= 3. Într-adev r, x este impar, deci x2 − x+ 1 este impar, de unde p ̸= 2.

De asemenea,
x2 − x+ 1 = 32·3

n−1 − 33
n−1

+ 1 ≡ 1 (mod 3),

deci p ̸= 3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Din p | x2−x+1 avem x2−x+1 ≡ 0 (mod p). Înmult

,
ind cu x+1, obt

,
inem (x+1)(x2−x+1) ≡ 0

(mod p), adic  x3 + 1 ≡ 0 (mod p). Prin urmare x3 ≡ −1 (mod p), deci x6 ≡ 1 (mod p). . . . . . . . . .2p
Ar t m c  ordinul lui x modulo p este exact 6. Din x3 ≡ −1 (mod p) rezult  c  ordinul lui x

nu poate � 1 sau 3. De asemenea, ordinul nu poate � 2: într-adev r, dac  x ≡ −1 (mod p), atunci
x2 − x+ 1 ≡ 3 (mod p), ceea ce ar implica p = 3, contradict

,
ie. Prin urmare ordp(x) = 6. . . . . . . . . . 1p

Dar x = 33
n−1

. Not m t = ordp(3). Folosind formula

ordp
(
ak
)
=

ordp(a)

gcd
(
ordp(a), k

) ,
obt

,
inem

6 = ordp
(
33

n−1)
=

t

gcd(t, 3n−1)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Scriem t = 2α 3β u, unde gcd(u, 6) = 1. Atunci

6 =
t

gcd(t, 3n−1)
= 2α 3β−min(β, n−1) u.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Comparând cu 6 = 2 · 3, rezult  c  α = 1, u = 1 s

,
i β−min(β, n− 1) = 1. Aceast  ultim  egalitate

impune β ≥ n−1, iar atunci β− (n−1) = 1, deci β = n. Prin urmare t = 2 ·3n, adic  ordp(3) = 2 ·3n.
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 4.

Fie a1, a2, . . . , a2026 numere reale strict pozitive, distincte dou  câte dou . Determinaµi funcµiile
f : R → R de clas  C∞ astfel încât

∀x ∈ R :

2026∑
i=1

f(aix) = 0.

Solut
,
ie.

Vom ar ta c  singura solut
,
ie este funct

,
ia identic nul . F r  a restrânge generalitatea, presupunem

a1 < a2 < · · · < a2026. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Fie f o solut

,
ie s

,
i n ∈ N �xat. Derivând de n ori ecuat

,
ia funct

,
ional  � operat

,
ie legitim  întrucât

f ∈ C∞ �, obt
,
inem

∀x ∈ R,
2026∑
i=1

an
i f (n)(aix) = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Înlocuind x cu x/a2026 s

,
i izolând termenul de indice maxim,

f (n)(x) = −
2025∑
i=1

an
i

an
2026

f (n)

(
ai

a2026
x

)
, x ∈ R.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Alegem n su�cient de mare astfel încât

Cn =

2025∑
i=1

an
i

an
2026

< 1.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Aceast  alegere este posibil  deoarece, pentru �ecare i ∈ {1, . . . , 2025}, avem ai/a2026 ∈ (0, 1), deci

(ai/a2026)
n → 0 când n → ∞, iar Cn este sum  �nit  de 2025 termeni care converg la 0. . . . . . . . . .1p

Fie α > 0 s
,
i

Mα = max
x∈[−α,α]

∣∣f (n)(x)
∣∣

(maximumul exist , întrucât f (n) este continu  pe compactul [−α, α]). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Pentru orice x ∈ [−α, α] s
,
i orice i ∈ {1, . . . , 2025}, avem ai

a2026
x ∈ [−α, α] (deoarece ai/a2026 < 1),

deci ∣∣f (n)(x)
∣∣ ≤ 2025∑

i=1

an
i

an
2026

∣∣∣∣f (n)

(
ai

a2026
x

)∣∣∣∣ ≤ CnMα.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Luând maximumul peste x ∈ [−α, α], obt

,
inem Mα ≤ CnMα, adic  (1−Cn)Mα ≤ 0. Cum Cn < 1

s
,
i Mα ≥ 0, rezult  Mα = 0. As

,
adar f (n) ≡ 0 pe [−α, α]; cum α > 0 a fost ales arbitrar, f (n) ≡ 0 pe R.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Anularea derivatei de ordinul n pe întreaga ax  real  arat  c  f este o funct

,
ie polinomial  de grad

cel mult n− 1. Scriem f(x) =
n−1∑
k=0

ck x
k s

,
i înlocuim în ecuat

,
ia funct

,
ional :

2026∑
i=1

f(aix) =

n−1∑
k=0

ck

(
2026∑
i=1

a k
i

)
xk = 0, x ∈ R.

Cum ai > 0 pentru orice i, avem
2026∑
i=1

a k
i > 0 pentru orice k ∈ N. Prin identi�carea coe�cient

,
ilor unui

polinom identic nul, ck = 0 pentru orice k ∈ {0, . . . , n− 1}, deci f ≡ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Not : Toate subiectele sunt obligatorii s

,
i se noteaz  cu punctaje cuprinse între 0 s

,
i 10.

Timp de lucru: 4 ore.
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