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Problema 1.

Fie n > 1si fie A, B, X € M,(C) matrice care comutd doud cate doud. Dacad rang(AB) = 1 si
AX — BX?A = X3, demonstrati ci

rang(A — X?) < dimker X + 1.

Solutie.

Punem T = A — X2. Deoarece A, B, X comuta doua cate doud, avem BX2A = ABX?. Ecuatia

AX — BX2A = X3 devine AX — X3 = ABX 2, 3p
adica TX = ABX?. Cum T comuta cu X, rezulta si X7 = ABX?. Prin urmare
rang(X7T) <rang(AB) = L. ..o 2p
Aplicim acum teorema rang-defect aplicatiei X ‘ImT: ImT — C". Obtinem
dimIm 7T = rang(XT) 4+ dim (Im T Nker X), ..................................................... 3p
cu alte cuvinte, rang T = rang(X7T) + dim(ImT N ker X). De aici rangT < 1 + dimker X, adica
rang(A — X2) < dimKer X 4 L. oottt 2p
O



Problema 2.

—
Fie A1 A3 A3 Ay tetraedru ortocentric cu ortocentrul H i notam v; := HA;,i € 1,4.
4 4
a) Ardtati ca existd scalarii w; € R pentru care Y w;v; =031 51 ) wiviviT = I3.
i=1 i=1

b) Se considerad cuadrica de ecuatie
Q: r'Kr+L'r+p=0,
unde K € M3(R), L € M31(R),p € R. Daca Tr(K) =051 4; € Q, i € 1,4, atunci H € Q.

Nota. Intr-un tetraedru ortocentric muchiile opuse sunt perpendiculare.
Solutie.

Observatie preliminard. Exista un scalar nenul A € R astfel incat v; - v; = A pentru orice 7 # j.
Intr-adevir, dreptele HA; sunt inaltimile tetraedrului, deci HA; este perpendiculard pe planul
Ao A3Ay4. In particular:

HAlJ_AQAg:>V1'(V3—V2):O:>V1~V3:V1~V2,
HA1J_A2A4:>V1-(V4—V2):O:>V1~V4:V1~V2.

Astfel vi - vy = v - vy = vy - vy AplicAnd acelasi rationament pentru celelalte varfuri, obtinem

V1'V2:V1'V3:V1'V4:V2'V3:VQ'V4:V3'V4:1>\.

4
Constanta A este nenula; altfel, presupunand A = 0, dintr-o relatie de dependenta liniara  ¢;v; = O3
i=1
(existd, fiind 4 vectori in R?) am obtine, prin produs scalar cu v, cx|vi|? = 0, deci ¢, = 0 pentru orice
K, COMtTadiCtie. oot e e e e e 1p
4 ~
a) Existd scalarii ¢, cg, ¢3, ¢4, nu toti nuli, astfel incat ) ¢;v; = Os1. Inmultim scalar aceasta
i=1
relatie cu vy:
crlvil> + ) eilvi- vi) = 0.
itk

.................................................................................................. 1p

Folosind v; - v, = X pentru i # k si notand S = ¢; + ¢2 + ¢3 + ¢4, obtinem

9 9 —-AS
ck|Ve|" +FAS — k) =0 = (V]| =) = =S = ¢, = 5
[Vil? — A

.................................................................................................. 1p

Definim )

C
Wy 1= = kel 4
F AS Vi
4 4
Cu aceastd alegere, > w;v; = —% DoCiVi =031 1p
i=1 i=1

4
Fie matricea A = 3 wiviviT. Pentru a arita A = I3, este suficient si verificam Avy = vi pentru
i=1
k € 1,3 (vectori liniar independenti, deci baza in R3):

4
Avy, = Z wivi(vi vi) = wp|Vi|*vi + A Z wW;V;.
=1 ik



4
Din ) w;v; = O3 avem Y w;Vv; = —wyVy, deci
i=1 ik

Avk = wk]vk\ka — )\wkvk = wk(]vk\Q — )\)Vk = VL.

—
b) Cum A; € Q, ecuatia cuadricei este satisfacutd pentru fiecare v, = HA; (luand H ca origine):
VZTKVi—FLTVi-l-p:O, iel,4.

Inmultim fiecare egalitate cu w; (de la a)) si sumam:

4 4 4
Z wi(viTKvi) + LT <Z wivi> —l—pz w; = 0.
i=1 i=1 i=1

.................................................................................................. 1p
Folosind vI Kv; = Tr(Kv;vl) si liniaritatea urmei,
4 4
Zwi(viTKvi) =Tr (KZwiviviT> =Tr(K - I3) = Tr(K) = 0.
i=1 i=1
.................................................................................................. 1p
4
De asemenea, Y. w;v; = O3 1, deci termenul LT (3~ w;v;) = 0. Ramane
i=1
4
P Z w; = 0.
i=1
4 4
Calculam Y w;. Aplicand urma identitatii > w;v;v] = I3 si folosind Tr(v;v}) = |v;|, obtinem
i=1 i=1
4
ZU)Z"VZ“Q = Tr(Ig) =3
=1
.................................................................................................. 1p
Din w; = |\+—/\ rezultd |v;|? = w% + A, deci
4 1 4 4 1
3= | —+A) =4+ ;= ;= —— #0.
Swi(4a) =t = w14
i=1 i=1 =1
Asadar p = 0. Calculand valoarea polinomului cuadricei in H (originea sistemului),
031KO031 + LT031 +p=p =0,
deCl H € Q. ot 1p
0



Problema 3.

Pentru n > 0, fie F,, = 33" 4+ 1. Pentru n > 1, numim factor prim now al lui F}, orice prim p care
divide F},, dar nu divide F,,_1. Demonstrati ci, pentru orice n > 1 gi pentru orice factor prim nou p

al lui F),, avem
ordy(3) =2-3".

Solutie.

Fixam n > 1 si punem z = 33" . Atunci

F,=3"+1=241=(z+1)(a?-2+1),

iar Fj,_1 =2+ 1.
Fie p un factor prim nou al lui F},. Prin definitie, p | F,, si pt F,—1. Cum F,, = (z+1)(2? —x +1)
SiF, 1 =x4 1 rezultd ca p | 22 — 4 L. oo 1p
Observam ca p # 2 si p # 3. Intr-adevir, z este impar, deci 22 — z + 1 este impar, de unde p # 2.
De asemenea,
2 —p41=32""_3""11=1 (mod 3),

Dinp|z?—2+41avem 22 —2+1 =0 (mod p). Inmultind cu 2+ 1, obtinem (z+1)(z?—241) =

(mod p), adicd 23 +1 =0 (mod p). Prin urmare 23 = —1 (mod p), deci 2 =1 (mod p).......... 2p
Ardtam ci ordinul lui  modulo p este exact 6. Din 2 = —1 (mod p) rezultd ca ordinul lui x
nu poate fi 1 sau 3. De asemenea, ordinul nu poate fi 2: intr-adevar, dacd x = —1 (mod p), atunci
22 — 2+ 1=3 (mod p), ceea ce ar implica p = 3, contradictie. Prin urmare ord,(z) =6.......... 1p
Dar z = 33" '. Notim ¢ = ordy(3). Folosind formula
d
ord,, (ak) = ordy(a) ,
ged (ordy(a), k)
obtinem
n—1 t
6 = ord, (3 =
or p( ) ng(t, 3n—1)
.................................................................................................. 1p
Scriem ¢t = 2% 3% u, unde ged(u,6) = 1. Atunci
_ t — 9« 3B—min(ﬂ,n—1) U
ged(t, 3n—1) '
.................................................................................................. 1p

Comparand cu 6 =2-3, rezultd cd « = 1, u = 1 i §—min(f, n—1) = 1. Aceasta ultimi egalitate
impune f > n—1, iar atunci §— (n—1) =1, deci f = n. Prin urmare t = 2-3", adica ord,(3) = 2-3".



Problema 4.

Fie a1, a9,...,a92¢ numere reale strict pozitive, distincte doud cate doud. Determinati functiile
f: R — R de clasd C* astfel incat

2026

VzeR: Zf(aia:):O.
i=1

Solutie.

Vom arata cd singura solutie este functia identic nula. Féara a restrange generalitatea, presupunem
A1 T A2 T v v n TUADOB v v v vv vttt ettt ettt et ettt e e e e 1p
Fie f o solutie si n € N fixat. Derivand de n ori ecuatia functionald — operatie legitimé intrucat

f € C>® —, obtinem
2026

Vz eR, Z al' f™(a;x) = 0.
1=1

.................................................................................................. 1p
Inlocuind  cu 2/aggo6 si izoland termenul de indice maxim,
202 n o
M (z) = — ! f(”)< . x), z e R.
(@) ;i; 3026 a2026
.................................................................................................. 1p
Alegem n suficient de mare astfel incat
2025
a
C, = — <1
=1 42026
.................................................................................................. 1p
Aceastd alegere este posibild deoarece, pentru fiecare i € {1,...,2025}, avem a;/az026 € (0,1), deci
(a;i/ag026)™ — 0 cand n — oo, iar C,, este suma finita de 2025 termeni care converg la 0. ......... 1p
Fie a > 0 si
M, = max }f(”)(a:)’
z€[—a,q]
(maximumul exista, intrucat f(™ este continud pe compactul [—a,a]). ... 1p
)y
Pentru orice x € [—a, ] si orice i € {1,...,2025}, avem —— z € [—a, o] (deocarece a;/ass < 1),
2026
deci
2025 n o
™ (z)] < —i ) (Z x)‘ < C, M,.
‘ | ; ag%g@ 2026 e

Luand maximumul peste z € [—a, ], obtinem M, < C,, M,, adicad (1—C),) M, < 0. Cum C, <1
si M, > 0, rezulta M, = 0. Asadar ) =0 pe [—a, a; cum « > 0 a fost ales arbitrar, £ =0 pe R.

.............................................................................................. 1p
Anularea derivatei de ordinul n pe intreaga axa reald aratd ca f este o functie polinomiala de grad
n—1
cel mult n — 1. Scriem f(z) = > ¢ 2" si inlocuim in ecuatia functionali:
k=0
2026 n—1 2026
Zf(ail’):z:ck (Zaﬁ) zb =0, zeR.
i=1 k=0 i=1
2026
Cum a; > 0 pentru orice i, avem » ai’C > 0 pentru orice k£ € N. Prin identificarea coeficientilor unui
i=1
polinom identic nul, ¢y = 0 pentru orice k € {0,...,n—1},deci f=0. ..... ... i, 2p

Noté: Toate subiectele sunt obligatorii si se noteazi cu punctaje cuprinse intre 0 si 10.
Timp de lucru: 4 ore.



