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Problema 1.
Fie matricea A € M,, (R), cu n > 2, astfel incat A? = A. Sa se arate ci

det (I, — A+ BAB) > 0,
pentru orice B € M,, (R).
Prima solutie:

Este suficient sa probam relatia pentru B = [, — C, unde C' € M,,(R) este arbitrard. ........ 1p
Avem BAB = (I, —C) A (I, — C) = (In— C)(A— AC) = A— AC — CA+CAC, si folosind A2 = A,
obtinem
I, —-A+BAB=1,—-A+A—-AC—-CA+CAC=1,— AC —-CA+ CAC
=1, — AC — CA+ CA*C = (I, — CA)(I, — AC).

.................................................................................................. 3p

Trecand la determinant, rezulta

det(I, — A+ BAB) = det(I, — CA) - det(I,, — AC).

.................................................................................................. 1p

In continuare, folosim faptul cunoscut ci det(l, — XY) = det(I, — YX), pentru orice X,
Y € MR 3p

Obtinem

det(I, — A+ BAB) = (det(I, — AC))* > 0.

.................................................................................................. 2p

A doua solutie:

Daca A = O,, concluzia este evidentd. ....... ... ... i 1p

Deci, putem presupune ci rang A = k > 1.

Matricea A fiind idempotentd, existd o matrice inversabila P € M,,(R) astfel ca

I, O
_ -1 _ k
A=PJyP ", JA_(O O>'

.................................................................................................. 3p

Pentru B € M,,(R), arbitrar, fie C = P~!BP (echivalent cu B = PCP~1). Avem

I, — A+ BAB=P(I, — Ja+CJsC) P},

si atunci det(l,, — A+ BAB) =det(I, — Ja+ CJaC). oo 1p

Scriem C' pe blocuri in acord cu J4:

_(C1 (O
C= (03 C4) , Ci € Mg(R).

.................................................................................................. 1p



C2 010y
C3C1 C3Cy

Ci O\ (G G\ _ [ Cf C1Cy
C3 In—k 0 In—k N 0301 C3CZ+In—k ’

Obtinem CJAC = ( ) si, pe de alta parte,

.................................................................................................. 3p
de unde deducem ca
B o Cl O Cl 02
I, — Jyg+CJsC = (03 In—k) (O In—k) .
Trecand la determinant, obtinem
ci O Cy Oy 9
_ — . = >
det(I, — Ja + CJ4C) Oy Ik ‘ O I, (det C1)* > 0.

In concluzie, det(I, — A+ BAB) > 0. ..ot 1p



Problema 2.
Fie (an),>o, un sir de numere reale nenule, si (b,),~y, un sir de numere reale, astfel incat

oo
n - |ap—1 — an| < |ay|, pentru orice n > 1, si seria ) n|b,| este convergenta. Definim sirul (c,),~q
n=0 -
prin
n
Cp = Zan—kbk, pentru orice n > 0.

k=0
Aratati ci:
a) Ik 4| < K entruoricen >1g11<k<
- ————— pentru orice n i n;
an “n—k+1 7 = AEAsEE
oo
b) lim — = )" b

Solutie:

a) Fien > 1gi 1 <k <mn, oarecare. Avem

On—k  On-k  On—k+1 COn-1 H aj—1

a Ay — Ay — a
n n—k+1 n—k+2 n j=n—k+1

Conform ipotezei, avem

m - lam—1 — am| < |am|,

de unde obtinem ca

Am-1 1‘ <

ceea ce implica

m T Qm m
Rezulta ca
n n
On—k _ H aj-1 _ H Jj+1 n+1l k
an immhe immiar I n—k+1 n—k+1
sl
an,k: ﬁ aj_1> ﬁ u:n—k:1_§>1_ k
n j=n—k+1 @ j=n—k+1 J n n n—k+1
Am obtinut, astfel, ca
Ap—k 1 k
G n—k+1’
pentruorice 1 2> 1 81 1 <k S M. oo 3p
b) Tinand cont de definitia girului (cy),,~o, putem scrie
c o n a o
oS =3 (e Y e
" k=0 k=1 " k=n+1
.............................................................................................. 1p
oo o0
Deoarece seria Y kby este absolut convergenti, rezulta ca si seria > by este absolut convergenta.
k=1 k=1
Deci
[e.e]
Jm D b=
k=n+1
1p



Trebuie sd ardtam ca

. - Qp—k o
nlLIEOZ< @ —1>bk—0.

k=1

Conform punctului a), pentru orice 1 < k < n, avem

Qp—L k‘|bk‘
— =1 )| < ——.
‘( an, > k’n—k—i—l

.................................................................................................. 1p
Scriem
< ”k—1>bk: 3 ( "k—1>bk+ 3 < ”k—1>bk
an an an
k=1 k=1 k=[2]+2
.................................................................................................. 2p
Pentru 1 <k < [%} +1,avem n — k+1 > 3, deci
Qp— I k‘bk| 2
— 1) b < —— < ZEklbg).
'( an )k'_n—k+1_n|k
Prin urmare,
B, g, , L)
Z < n—k _1>bk < Z ( n—k —1>bk < = Z klbg| — 0, pentru n — co.
a‘TL an n
k=1 k=1 k=1
.................................................................................................. 1p
Pe de alta parte, pentru [%} + 2 < k < n, putem scrie
Ap—k k|b/€’
—1 )| < —=—<Eklb
‘( an >k‘_n—k—|—1_ 1Bx.
asa ca
Z < "k—1>bk < Z ( "k—1>bk < Z k|bk| — 0, pentru n — oo.
[79) Qp,
k=[2]+2 k=[2]+2 k=[2]+2
.................................................................................................. 1p

Rezulta, agadar, ca

deci
c oo
lim — = g by,
n—00 (y,
k=0



Problema 3.

Fie f,g € C[X], doud polinoame. Notam cu D = (f, g), cel mai mare divizor comun al acestora, si
cu M = [f, g], cel mai mic multiplu comun al acestora. Sa se arate c&, pentru orice matrice A € M,, (C),
cun > 2, au loc relatiile:
a) ker D (A) =ker f (A) Nkerg (A);
b) ker M (A) = ker f (A) + kerg (A).
Rezolvare: Scriem f= f1-Dsig=g1-D,cu(f1,g1) =1. Atunci
M=fi-g1-D=g1-f=fi-g (1)

a) Demonstram cele doud incluziuni.
“C” Daca X € ker D(A), atunci D(A)X = O si

f(AX = fi1(A)- D(A)X = O, g(A)X =qi(A)-D(A)X =0,

deci X € ker f(A) NMKer g(A). .o 2p
“37 Cum D = (f,g), existd «, f € C[X] astfel ca D = af + B¢, deci

D(A) = a(A) - f(A) + 5(A) - g(4).

Dacd X € ker f(A) Nker g(A), atunci f(A)X = g(A)X = O, astfel ca
D(A)X = a(A) f(A)X + B(4) g(A)X = O,

dect X € Ker D(A). .o 1p
b) Demonstram cele doud incluziuni.
“>” Fie X € ker f(A). Atunci

deci X € ker M(A). Analog, kerg(A) C ker M(A). Cum ker M(A) este un subspatiu, rezulta

ker f(A) +ker g(A) CRer M (A). oo 2p

“C” Fie X € ker M(A), deci M(A)X = O. Avand in vedere ca (f1,91) = 1, existd u,v € C[X] astfel

CA U 1 F 0 G1 = Lo o e e 1p
Obtinem

unde

.................................................................................................. 2p
Verificam cd X; € ker f(A) si Xy € ker g(A):
(A X1 = v(A) g1(A) fF(A)X = v(A) M(A)X = O,
9(A) Xz = u(A) f1(A)g(A) X = u(A) M(A)X = O,
unde am folosit (1). Asadar X € ker f(A) +ker g(A). .ot 1p



Problema 4.

Fie f: R — R, o functie continua, cu f (0) = 1. Definim sirul (an),>; prin
ay = /n tf (t)dt, pentru orice n > 1.
0

a) Aratati ca girul (nQan) este convergent.

n>1
b) Notam cu L = lim n?a,. Presupunem ci functia f este de clasa C si ca f/ (0) = 2026. Studiati
n—oo
00 L p
natura seriei <an — 2) , unde p € R.
n=1 n

Rezolvare: a) Fie G: R — R, G (x) = [ tf (t) dt primitiva functiei continue z — zf (x) care se
anuleazd in 0. Vom avea, folosind regula L’Hospital i continuitatea functiei f,

G (L
lim n?a, = lim 7(1") = i GO gy W@ SO 1
n—00 n—00 2 =04 X rz—04 2% 2 2
.................................................................................................. 3p
b) Observiam ca
I 1 1 1
o= s = [T ar— [Ter@ar= [ e~ £0) a
n 0 0 0
.................................................................................................. 3p

Fie H: R - R, H(z) = / t(f(t) — f(0)) dt primitiva functiei continue x — z (f (z) — f(0)).
0

Avem succesiv, pentru x > 0:

H' (z) =z (f (x) — f(0)),
H" (z) = f () = £(0) + zf' (z) .

Atunci, folosind din nou regula L’Hospital si faptul ci f este de clasa C?,

H(% '
lim n3 (an—L> = lim #: lim M: lim i (z)

n—00 n? n—00 o z—04+ X z—04 32
H" —f(0 ! (0 2026
o H@ L (F@-F0) @)Y _ ) _ 205
z—04 6 z—04 6x 6 3 3
.................................................................................................. 3p
Va rezulta implicit i ca sirul (an — #)n>1 are termeni pozitivi pentru n suficient de mare, iar
o0 P - o0
seria (an — n%) va avea aceeagi naturd cu seria ZT}W adica va fi convergentd dacd si numai daca
n=1 n=1
p > % ........................................................................................... 1p



