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Problema 1.

Fie matricea A ∈ Mn (R), cu n ≥ 2, astfel încât A2 = A. S  se arate c 

det (In −A+BAB) ≥ 0,

pentru orice B ∈ Mn (R).

Prima soluµie:

Este su�cient s  prob m relat
,
ia pentru B = In − C, unde C ∈ Mn(R) este arbitrar . . . . . . . . . 1p

Avem BAB = (In−C)A (In−C) = (In−C)(A−AC) = A−AC−CA+CAC, s
,
i folosind A2 = A,

obt
,
inem

In −A+BAB = In −A+A−AC − CA+ CAC = In −AC − CA+ CAC

= In −AC − CA+ CA2C = (In − CA)(In −AC).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Trecând la determinant, rezult 

det(In −A+BAB) = det(In − CA) · det(In −AC).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
În continuare, folosim faptul cunoscut c  det(In − XY ) = det(In − Y X), pentru orice X,

Y ∈ Mn(R). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
Obt

,
inem

det(In −A+BAB) =
(
det(In −AC)

)2 ≥ 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

A doua soluµie:

Dac  A = On, concluzia este evident . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Deci, putem presupune c  rangA = k ≥ 1.
Matricea A �ind idempotent , exist  o matrice inversabil  P ∈ Mn(R) astfel ca

A = PJAP
−1, JA =

(
Ik O
O O

)
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Pentru B ∈ Mn(R), arbitrar, �e C = P−1BP (echivalent cu B = PCP−1). Avem

In −A+BAB = P (In − JA + CJAC)P−1,

s
,
i atunci det(In −A+BAB) = det(In − JA + CJAC). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Scriem C pe blocuri în acord cu JA:

C =

(
C1 C2

C3 C4

)
, C1 ∈ Mk(R).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Obt
,
inem CJAC =

(
C2
1 C1C2

C3C1 C3C2

)
s
,
i, pe de alt  parte,

(
C1 O
C3 In−k

)
·
(
C1 C2

O In−k

)
=

(
C2
1 C1C2

C3C1 C3C2 + In−k

)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
de unde deducem c 

In − JA + CJAC =

(
C1 O
C3 In−k

)
·
(
C1 C2

O In−k

)
.

Trecând la determinant, obµinem

det(In − JA + CJAC) =

∣∣∣∣C1 O
C3 In−k

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣C1 C2

O In−k

∣∣∣∣ = (detC1)
2 ≥ 0.

În concluzie, det(In −A+BAB) ≥ 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Problema 2.

Fie (an)n≥0, un ³ir de numere reale nenule, ³i (bn)n≥0, un ³ir de numere reale, astfel încât

n · |an−1 − an| ≤ |an|, pentru orice n ≥ 1, ³i seria
∞∑
n=0

n |bn| este convergent . De�nim ³irul (cn)n≥0

prin

cn =
n∑

k=0

an−kbk, pentru orice n ≥ 0.

Ar taµi c :

a)

∣∣∣∣an−k

an
− 1

∣∣∣∣ ≤ k

n− k + 1
, pentru orice n ≥ 1 ³i 1 ≤ k ≤ n;

b) lim
n→∞

cn
an

=
∞∑
k=0

bk.

Soluµie:

a) Fie n ≥ 1 ³i 1 ≤ k ≤ n, oarecare. Avem

an−k

an
=

an−k

an−k+1
· an−k+1

an−k+2
· . . . · an−1

an
=

n∏
j=n−k+1

aj−1

aj
.

Conform ipotezei, avem

m · |am−1 − am| ≤ |am| , pentru orice m ≥ 1,

de unde obµinem c  ∣∣∣∣am−1

am
− 1

∣∣∣∣ ≤ 1

m
,

ceea ce implic 
m− 1

m
≤ am−1

am
≤ m+ 1

m
.

Rezult  c 

an−k

an
=

n∏
j=n−k+1

aj−1

aj
≤

n∏
j=n−k+1

j + 1

j
=

n+ 1

n− k + 1
= 1 +

k

n− k + 1

³i
an−k

an
=

n∏
j=n−k+1

aj−1

aj
≥

n∏
j=n−k+1

j − 1

j
=

n− k

n
= 1− k

n
≥ 1− k

n− k + 1
.

Am obµinut, astfel, c  ∣∣∣∣an−k

an
− 1

∣∣∣∣ ≤ k

n− k + 1
,

pentru orice n ≥ 1 ³i 1 ≤ k ≤ n. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
b) �inând cont de de�niµia ³irului (cn)n≥0, putem scrie

cn
an

−
∞∑
k=0

bk =
n∑

k=1

(
an−k

an
− 1

)
bk −

∞∑
k=n+1

bk.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Deoarece seria
∞∑
k=1

kbk este absolut convergent , rezult  c  ³i seria
∞∑
k=1

bk este absolut convergent .

Deci

lim
n→∞

∞∑
k=n+1

bk = 0.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Trebuie s  ar t m c 

lim
n→∞

n∑
k=1

(
an−k

an
− 1

)
bk = 0.

Conform punctului a), pentru orice 1 ≤ k ≤ n, avem∣∣∣∣(an−k

an
− 1

)
bk

∣∣∣∣ ≤ k|bk|
n− k + 1

.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Scriem

n∑
k=1

(
an−k

an
− 1

)
bk =

[n2 ]+1∑
k=1

(
an−k

an
− 1

)
bk +

n∑
k=[n2 ]+2

(
an−k

an
− 1

)
bk.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Pentru 1 ≤ k ≤

[
n
2

]
+ 1, avem n− k + 1 ≥ n

2 , deci∣∣∣∣(an−k

an
− 1

)
bk

∣∣∣∣ ≤ k|bk|
n− k + 1

≤ 2

n
k|bk|.

Prin urmare,∣∣∣∣∣∣∣
[n2 ]+1∑
k=1

(
an−k

an
− 1

)
bk

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
[n2 ]+1∑
k=1

∣∣∣∣(an−k

an
− 1

)
bk

∣∣∣∣ ≤ 2

n

[n2 ]+1∑
k=1

k|bk| → 0, pentru n → ∞.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Pe de alt  parte, pentru

[
n
2

]
+ 2 ≤ k ≤ n, putem scrie∣∣∣∣(an−k

an
− 1

)
bk

∣∣∣∣ ≤ k|bk|
n− k + 1

≤ k|bk|,

a³a c  ∣∣∣∣∣∣∣
n∑

k=[n2 ]+2

(
an−k

an
− 1

)
bk

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
n∑

k=[n2 ]+2

∣∣∣∣(an−k

an
− 1

)
bk

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=[n2 ]+2

k|bk| → 0, pentru n → ∞.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Rezult , a³adar, c 

lim
n→∞

n∑
k=1

(
an−k

an
− 1

)
bk = 0,

deci

lim
n→∞

cn
an

=

∞∑
k=0

bk.
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Problema 3.

Fie f, g ∈ C [X], dou  polinoame. Not m cu D = (f, g), cel mai mare divizor comun al acestora, ³i
cuM = [f, g], cel mai mic multiplu comun al acestora. S  se arate c , pentru orice matrice A ∈ Mn (C),
cu n ≥ 2, au loc relaµiile:

a) kerD (A) = ker f (A) ∩ ker g (A);
b) kerM (A) = ker f (A) + ker g (A).

Rezolvare: Scriem f = f1 ·D s
,
i g = g1 ·D, cu (f1, g1) = 1. Atunci

M = f1 · g1 ·D = g1 · f = f1 · g. (1)

a) Demonstr m cele dou  incluziuni.

�⊂�: Dac  X ∈ kerD(A), atunci D(A)X = O s
,
i

f(A)X = f1(A) ·D(A)X = O, g(A)X = g1(A) ·D(A)X = O,

deci X ∈ ker f(A) ∩ ker g(A). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

�⊃�: Cum D = (f, g), exist  α, β ∈ C[X] astfel ca D = αf + βg, deci

D(A) = α(A) · f(A) + β(A) · g(A).

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Dac  X ∈ ker f(A) ∩ ker g(A), atunci f(A)X = g(A)X = O, astfel c 

D(A)X = α(A) f(A)X + β(A) g(A)X = O,

deci X ∈ kerD(A). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

b) Demonstr m cele dou  incluziuni.

�⊃�: Fie X ∈ ker f(A). Atunci

M(A)X = g1(A) · f(A)X = O,

deci X ∈ kerM(A). Analog, ker g(A) ⊂ kerM(A). Cum kerM(A) este un subspat
,
iu, rezult 

ker f(A) + ker g(A) ⊂ kerM(A). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

�⊂�: Fie X ∈ kerM(A), deci M(A)X = O. Având în vedere c  (f1, g1) = 1, exist  u, v ∈ C[X] astfel
ca u f1 + v g1 = 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Obt
,
inem

X =
(
u(A) f1(A) + v(A) g1(A)

)
X = X2 +X1,

unde
X1 = v(A) g1(A)X, X2 = u(A) f1(A)X.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
Veri�c m c  X1 ∈ ker f(A) s

,
i X2 ∈ ker g(A):

f(A)X1 = v(A) g1(A) f(A)X = v(A)M(A)X = O,

g(A)X2 = u(A) f1(A)g(A)X = u(A)M(A)X = O,

unde am folosit (1). As
,
adar X ∈ ker f(A) + ker g(A). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Problema 4.

Fie f : R → R, o funcµie continu , cu f (0) = 1. De�nim ³irul (an)n≥1 prin

an =

∫ 1
n

0
tf (t) dt, pentru orice n ≥ 1.

a) Ar taµi c  ³irul
(
n2an

)
n≥1

este convergent.

b) Not m cu L = lim
n→∞

n2an. Presupunem c  funcµia f este de clas  C1 ³i c  f ′ (0) = 2026. Studiaµi

natura seriei
∞∑
n=1

(
an − L

n2

)p

, unde p ∈ R.

Rezolvare: a) Fie G : R → R, G (x) =
∫ x
0 tf (t) dt primitiva funcµiei continue x 7→ xf (x) care se

anuleaz  în 0. Vom avea, folosind regula L'Hospital ³i continuitatea funcµiei f ,

lim
n→∞

n2an = lim
n→∞

G
(
1
n

)
1
n2

= lim
x→0+

G (x)

x2
= lim

x→0+

xf (x)

2x
=

f (0)

2
=

1

2
= L.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
b) Observ m c 

an − L

n2
=

∫ 1
n

0
tf (t) dt−

∫ 1
n

0
tf (0) dt =

∫ 1
n

0
t (f (t)− f (0)) dt.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Fie H : R → R, H (x) =

∫ x

0
t (f (t)− f (0)) dt primitiva funcµiei continue x 7→ x (f (x)− f (0)) .

Avem succesiv, pentru x > 0:

H ′ (x) = x (f (x)− f (0)) ,

H ′′ (x) = f (x)− f (0) + xf ′ (x) .

Atunci, folosind din nou regula L'Hospital ³i faptul c  f este de clas  C1,

lim
n→∞

n3

(
an − L

n2

)
= lim

n→∞

H
(
1
n

)
1
n3

= lim
x→0+

H (x)

x3
= lim

x→0+

H ′ (x)

3x2

= lim
x→0+

H ′′ (x)

6x
= lim

x→0+

(
f (x)− f (0)

6x
+

f ′ (x)

6

)
=

f ′ (0)

3
=

2026

3
.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Va rezulta implicit ³i c  ³irul

(
an − L

n2

)
n≥1

are termeni pozitivi pentru n su�cient de mare, iar

seria
∞∑
n=1

(
an − L

n2

)p
va avea aceea³i natur  cu seria

∞∑
n=1

1
n3p , adic  va � convergent  dac  ³i numai dac 

p > 1
3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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