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Problema 1.

Fie funcµia fn : [0,∞)× [0,∞) → R, cu n ∈ N∗, de�nit  prin:

fn(x, y) =


ln(1 + xn + yn)√

x2 + y2
, (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0).

a) S  se studieze continuitatea funcµiei în origine.

b) S  se demonstreze c  funcµia fn este diferenµiabil  în origine dac  ³i numai dac  n ≥ 3.

c) S  se studieze natura seriei
∞∑
n=1

fn(n, n).

Rezolvare:

a) lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + xn + yn)

xn + yn
= 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

n = 1, nu exist  limita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2,00p

n > 1, limita este egal  cu 0 (prin orice metod  corect  de rezolvare) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2,00p

fn continu  în origine ⇔ n ≥ 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

b) f1 nu este continu , deci nu este diferenµiabil  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p

f ′
x(0, 0) = f ′

y(0, 0) =

{
1, n = 2,

0, n ≥ 3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,50p

f2 nu este diferenµiabil  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

fn este diferenµiabil  pentru n ≥ 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p

c) Criteriul comparaµiei . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,50p

Seria este divergent  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p
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Problema 2.

Fie funcµia f :

(
0,

π

2

)
× [0,∞) → R, de�nit  prin f(x, y) =

arctg(y · tg x)

tg x
.

a) S  se determine polinomul Taylor de gradul doi asociat funcµiei g(y) = f(arctg 2026, y) în y = 0.

b) Folosind derivarea sub semnul de integrare, s  se calculeze I(y) =

∫ π
2

0
f(x, y) dx.

Rezolvare:

a) g(y) =
arctg(2026y)

2026
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

Formula polinomului Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

g′(0) = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

g′′(0) = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p

T2(y) = y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

b) I ′(y) =

∫ π
2

0

1

1 + y2 · tg2 x
dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p

t = tg x ⇒ I ′(y) =

∫ ∞

0

1

1 + y2t2
· 1

1 + t2
dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,00p

1

(1 + y2t2)(1 + t2)
=

At+B

1 + y2t2
+

Ct+D

1 + t2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

I ′(y) =
y2

y2 − 1

∫ ∞

0

1

1 + y2t2
dt+

1

1− y2

∫ ∞

0

1

1 + t2
dt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2,00p

I ′(y) = − y

1− y2
arctg(ty)

∣∣∣∣∞
0

+
1

1− y2
arctg(t)

∣∣∣∣∞
0

=
π

2
· 1

1 + y
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

I(y) =
π

2
ln(1 + y) + C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

I(0) = 0 ⇒ I(y) =
π

2
ln(1 + y) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,00p
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Problema 3.

Fie a, b ∈ R ³i operatorul Ta,b : R3 → R3 de�nit prin:

Ta,b(x1, x2, x3) = (ax1 + bx2 + x3, x1 + bx2 + ax3, bx1 + ax2 + x3), ∀(x1, x2, x3) ∈ R3.

a) S  se determine condiµiile asupra parametrilor a ³i b astfel încât operatorul Ta,b s  �e bijectiv.

b) S  se determine o baz  ³i dimensiunea complementului ortogonal al nucleului operatorului T1,2,
considerând R3 înzestrat cu produsul scalar canonic.

c) Pentru ce valori ale lui a ∈ R, operatorul Ta,1 este diagonalizabil?

Rezolvare:

a) Matricea operatorului este A =

a b 1
1 b a
b a 1

 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

Ta,b bijectiv ⇔ det(A) ̸= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p

det(A) = (a+ b+ 1)(1− a)(1− b) ̸= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

b) ker(T ) = {(α, α,−3α) | α ∈ R} ³i Bker(T ) = {(1, 1,−3)} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,50p(
ker(T )

)⊥
= {(x, y, z) ∈ R3 | x+ y − 3z = 0} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

B(ker(T ))⊥ = {(−1, 1, 0); (3, 0, 1)} ³i dim
((

ker(T )
)⊥)

= 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,50p

c) Calcularea polinomului caracteristic p(λ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,00p

Valorile proprii λ1 = a+ 2, λ2 = 1− a ³i λ3 = a− 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,00p

λ1 ̸= λ3 deoarece a+ 2 = a− 1 nu are soluµii reale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p

λ1 = λ2 ⇒ a = −1

2
⇒ ma

(
3

2

)
= mg(

3

2

)
= 2, ma

(
− 3

2

)
= mg

(
− 3

2

)
= 1 ⇒ T−1/2,1 este

diagonalizabil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,00p

λ2 = λ3 ⇒ a = 1 ⇒ ma(0) = mg(0) = 2, ma(3) = mg(3) = 1 ⇒ T1,1 este diagonalizabil . . . . 1,00p

Valorile proprii sunt distincte dou  câte dou  ⇔ a ∈ R\
{
− 1

2
, 1

}
⇒ ma(λi) = mg(λi) = 1, pentru

orice i ∈ {1, 2, 3} ⇒ Ta,1 este diagonalizabil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p
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Problema 4.

Fie familia de sfere

(Sλ) : x2 + y2 + z2 − 2(λ+ 1)x+ 2y + 2λ+ 2 = 0, λ ∈ R,

³i planele:

(π1) : 2x− y − z = 2,

(π2) : x+ 2y + 2z = −1,

(π3) : x+ 7y + 7z = −m,

unde m ∈ R.

a) S  se arate c  toate sferele Sλ trec printr-un punct �x ³i s  se determine coordonatele acestuia.

b) S  se determine valoarea parametrului m ∈ R pentru care cele trei plane se intersecteaz  dup  o
dreapt  d ³i s  se scrie ecuaµiile parametrice ale acestei drepte.

c) Exist  în familia Sλ sfere tangente la dreapta d determinat  la punctul anterior? În caz a�rmativ,
s  se scrie ecuaµiile acestor sfere.

Rezolvare:

a) Condiµia de punct �x devine

{
2− 2x = 0,

x2 − 2x+ 1 + y2 + 2y + 1 + z2 = 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

Punctul �x este (1,−1, 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

b) Determinantul sistemului dat de intersecµia celor trei plane este nul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p

Condiµia pentru dreapt  comun  revine la sistem este compatibil simplu nedeterminat . . . . .0,50p

m = 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

Ecuaµiile parametrice sunt:


x =

3

5

y = −4

5
− α

z = α

cu α ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

c) Centrul Cλ(λ+ 1,−1, 0) ³i raza Rλ = |λ| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,00p

Condiµia de tangenµ  dist(Cλ, d) = Rλ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,00p

Vectorul director al dreptei d este (0,−1, 1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,50p

Calculul distanµei: dist(Cλ, d) =

√
50λ2 + 40λ+ 9

5
√
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1,50p

λ = − 9

40
³i sfera este

(
x− 31

40

)2

+ (y + 1)2 + z2 =
81

1600
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1,00p
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