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Problema 1.
Fie functia f, : [0,00) x [0,00) = R, cu n € N*| definita prin:

In(1+ 2™ +y")

oy =) e o o700
07 (:U>y) = (0,0)

54 se studieze continuitatea functiei in origine.

Sa se demonstreze ca functia f, este diferentiabild in origine daci si numai dacd n > 3.

[e.9]
Sa se studieze natura seriei E fa(n,n).

n=1

Rezolvare:

. In(1+4z™+y")
lim
(z,y)—(0,0) " +y"

=

n=1,nu existd [mita ...... ...
n > 1, limita este egald cu 0 (prin orice metoda corecta de rezolvare) ......................

fn continud in Origine < 1 > 2 L.

f1 nu este continud, deci nu este diferentiabild ........... . ..

1, n=2
(0,0) = £/(0,0) =< e
£1(0.0) = £,(0.0 {077123
fo nu este diferentiabild ... ... .

fn este diferentiabild pentru n > 3 ...

Criteriul comparatiel .. ... e

Seria este diVEIZEITA .. ...t e



Problema 2.

t -t
Fie functia f : (0, g) X [0,00) — R, definitd prin f(x,y) = arcgt(ygx).
g

S& se determine polinomul Taylor de gradul doi asociat functiei g(y) = f(arctg 2026,y) in y = 0.

Folosind derivarea sub semnul de integrare, si se calculeze I(y) = / ’ flz,y) de.
0

Rezolvare:
arctg(2026y)
e 1,00
9(y) 2026 ,00p
Formula polinomului Taylor .. ... 0,50p
G (0) = o 0,50p
G (0) = 0 o 0,50p
oY) = U e et 0,50p
2 1
I'(y) = /2 e B e 0,50p
o l+ys-tg®x
& 1 1
t=tgx=1I(y) = : db oo 1,00
gz =I'(y) /0 1+ 262 1412 VP
1 At+B Ct+D
s T o 0,50
(14 922)(1 +t2) 1+ y2t2 TIye =P
2 o0 oo
y 1 1 / 1
I'(y) = dt db . 2,00
) y2—1/0 149212 +1—y2 0o 1+1t2 P
7 Y o 1 < o7 1
(y) = T2 arctg(ty) ) + 1 sarctg(t) ) STy 1,00p
I(y) = gln(l ) O o 1,00p
1(0) = 0= I(y) = gln(l ) e 1,00p



Problema 3.
Fie a,b € R si operatorul T, 5 : R3 — R? definit prin:
Top(x1, 22, 23) = (ax1 + bxs + 3,21 + bxo + ax3, bry + axy + x3), V(21,22,23) € R3.
Sa se determine conditiile asupra parametrilor a si b astfel incat operatorul T, sa fie bijectiv.

Sa se determine o baza si dimensiunea complementului ortogonal al nucleului operatorului 71 2,
considerand R? inzestrat cu produsul scalar canonic.

Pentru ce valori ale lui @ € R, operatorul T, ; este diagonalizabil?

Rezolvare:
a b 1
Matricea operatorului este A = [ 1 b @ | oo 0,50p
b a 1
Top bijectiv & det(A) £ 0 . o 0,50p
det(A) = (@+b+ 1)1 = a) (1 =b) £ 0 oo 1,00p
ker(T) = {(a, @, =3a) | @ € R} §i Byeyrry) = {(1,1,=3)} oo 1,50p
(ker(T))L ={(2,9,2) ER3 | 4+ 4y —32=0} 0iiii 1,00p
- 1
Bier(ry: = {(~1,1,0);(3,0,1)} si dim ((ker(T)) ) RO PP 0,50p
Calcularea polinomului caracteristic p(X\) .. ... ... e 1,00p
Valorile proprii Ay = a+2, da=1—asgiAdzs=a—1 ... i 1,00p
A1 # Az deoarece a+2 =a— 1 nuare solutii reale ......... ... .. .. ... 0.50p
1 3 3 3 3
)\1 == )\2 = a = —5 = My <2) == mg(2) == 2, ma< — 2) = mg< — 2> =1= T_1/271 este
diagonalizabil . ... ... 1,00p



Problema 4.

Fie familia de sfere

(Sy): 2?2+ + 22 =200+ Dz + 2y +2X0+2=0, A €R,

si planele:
(m1): 20—y —2=2,
(m2) : v+ 2y+2z=—1,
(m3) : v+ Ty +7z=—m,
unde m € R.

a)
b)

)

Sa se arate ci toate sferele Sy trec printr-un punct fix si si se determine coordonatele acestuia.

Sa se determine valoarea parametrului m € R pentru care cele trei plane se intersecteazd dupd o
dreapta d si sa se scrie ecuatiile parametrice ale acestei drepte.

Exista in familia Sy sfere tangente la dreapta d determinati la punctul anterior? In caz afirmativ,
sé se scrie ecuatiile acestor sfere.

Rezolvare:

2—-2x=0
Conditia de punct fix devine q T= ) e 1,00p
¢ =2z +14+y"+2y+14+22=0
Punctul fix este (1, —1,0) ..o e 1,00p
Determinantul sistemului dat de intersectia celor trei plane este nul ....................... 0,50p
Conditia pentru dreaptd comund revine la sistem este compatibil simplu nedeterminat .. ... 0,50p
Tl = D e 1,00p
3
T ==
5
Ecuatiile parametrice sunt: y = _% o ua€eR o 1,00p
zZ=«
Centrul Cx(A+1,—1,0) siraza Ry = |A| ..ot e 1,00p
Conditia de tangentd dist(Ch, d) = Rx oot nenini e 1,00p
Vectorul director al dreptei d este (0, —1,1) ..o 0,50p
V50A% + 40\ + 9
Calculul distantei: dist(C)y,d) = + + 1,50p

BB e R

/\——g i sfera este x—ﬁ 2—1—( +1)2+ 22 =
BT w0) "V -



