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Problema 1.

Determinat
,
i funct

,
ia f : C → C olomorf  pe C, pentru care:

Re (f)− Im(f ′) = φ(ex sin y), ∀(x, y) ∈ R2, φ ∈ C2(R), z = x+ iy.

³i care satisface condit
,
iile f(0) = f ′(0) = 0 ³i f(π)− f(−πi) = 2(eπ + 1).

Rezolvare:

Obµine relaµia u+ ∂u
∂y = φ(ex sin y). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Condiµia φ armonic  conduce la φ(t) = at+ b, t ∈ R, a, b ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Rezolv  ecuaµia diferenµial  liniar  de ordinul I: ∂u
∂y + u = aex sin y + b ³i obµine soluµia

u =
a

2
ex(sin y − cos y) + b+ e−yC(x), C(x) ∈ C1(R) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Condiµia u armonic  conduce la C(x) = c sinx+ d cosx, c, d ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Obµine f ′(z) = −a

2
(1 + i)ez + (c+ id)eiz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Obµine f(z) = −a

2
(1 + i)ez − i(c+ id)eiz + k, k ∈ C . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Impune condiµiile din enunµ ³i �nalizeaz  f(z) = (1 + i)(ez + ieiz)− 2i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
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Problema 2.

Calculat
,
i ∫ ∞

−∞

cos(ax)

1 + ch(2x)
dx, a > 0.

Rezolvare:

Formeaz  integrala J =

∫ ∞

−∞

eiax

1 + ch(2x)
dx, . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Pentru f(z) =
eiaz

1 + ch(2z)
determin  polii dubli zk =

(2k + 1)π

2
i, k ∈ Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Construie³te conturul de integrare Γ: dreptunghiul ABCD, A(−R, 0), B(R, 0), C(R,α), D(−R,α)

³i determin  α = π din condiµia

∫
CD

f(z) dz = m ·
∫
AB

f(z) dz, m = −e−πa . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Justi�c 

∫
AB

f(z) dz → J,

∫
BC

f(z) dz → 0,

∫
DA

f(z) dz → 0 pentru R → ∞ . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Calculeaz  Res

(
f,

π

2
i

)
= − ia

2
e−

π
2
a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Aplic  Teorema reziduurilor:
(
1− e−πa

)
J = πa · e−

−π
2

a

³i �nalizeaz :

∫ ∞

−∞

cos(ax)

1 + ch(2x)
dx = Re(J) =

πae−
π
2
a

1− e−πa
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 3.

S  se rezolve în clasa funcµiilor original Laplace problema:

x′′(t) + 2x′(t) + 2x(t) +

∫ t

0
(t− τ)e−(t−τ)x(τ)dτ = 0, t ≥ 0

x(0) = 0, x′(0) = 1.

Rezolvare:

Aplic  transformata Laplace, recunoa³te produsul de convoluµie ³i obµine:

L[x(t)](s) ·
(
s2 + 2s+ 2 +

1

(s+ 1)2

)
= 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Scrie L[x(t)](s) = (s+ 1)2

(s+ 1)4 + (s+ 1)2 + 1
= L[e−tf(t)](s), unde f(t) = L−1

[
s2

s4 + s2 + 1

]
(t) . . 3p

Desface în fracµii simple:
s2

s4 + s2 + 1
=

1

2

s

s2 − s+ 1
− 1

2

s

s2 + s+ 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

G se³te

f(t) =
1

2
e

1
2
t cos

(√
3

2
t

)
+

1

2
√
3
e

1
2
t sin

(√
3

2
t

)
− 1

2
e−

1
2
t cos

(√
3

2
t

)
+

1

2
√
3
e−

1
2
t sin

(√
3

2
t

)
. . . .2p

G se³te

x(t) = e−t

[
sh

(
1

2
t

)
cos

(√
3

2
t

)
+

1√
3
ch

(
1

2
t

)
sin

(√
3

2
t

)]
, t ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Problema 4.

Se consider  funcµiile f, g : R → R, f(x) =
1

x2 + 1
³i g(x) = (1− x2) · f2(x) ³i �e

hn(x) = f(x) ∗ f(x) ∗ ... ∗ f(x)︸ ︷︷ ︸
n ori

, n ∈ N, n ≥ 2,

unde ∗ reprezint  produsul de convoluµie.

a) Calculaµi transformatele Fourier f̂(ω) ³i ĝ(ω).

b) Calculaµi

∫ ∞

−∞
h2026(x) · sinx · sin(2x) dx.

Rezolvare:

a) Calculeaz  f̂(ω) =


πeω, ω < 0,

πe−ω, ω > 0,

π, ω = 0

sau f̂(ω) = π · e−|ω| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Scrie g(x) =
(
x · f(x)

)′
³i obµine ĝ(ω) = π · |ω| · e−|ω| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

b) I =
1

2

∫ ∞

−∞
h2026(x) · cos(x) dx− 1

2

∫ ∞

−∞
h2026(x) · cos(3x) dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

I =
1

2
Re(ĥ2026(1))−

1

2
Re(ĥ2026(3)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

ĥn(ω) =
(
f̂(ω)

)n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Finalizare I =
π2026

2

(
e−2026 − e−6078

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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