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Problema 1.

Fie f : C → C olomorf  pe C, pentru care f(0) = 0 ³i

Re (f) = x · φ(y) + y · ψ(x), ∀(x, y) ∈ R2, φ, ψ ∈ C2(R), z = x+ iy.

a) Determinaµi funcµia f(z);

b) Ar taµi c 

∫ ∞

0
eix

2
dx =

√
2π

4
(1 + i);

c) Dac  f(1) = i
24 , f

′(0) = f ′′(0) = 0 rezolvaµi în C ecuaµia

f(z) =
1

6π

(∫ ∞

0
eix

2
dx

)2

.

Rezolvare:

a) ∆u = 0 ⇒ y · ψ′′(x) + x · φ′′(y) = 0

ψ′′(x)

x
= −φ

′′(y)

y
= C = constant  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2,5p

A�area ψ(x) =
Cx3

6
+ a1x+ a2, a1, a2 ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

A�area φ(y) = −Cy
3

6
+ b1y + b2, b1, b2 ∈ R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

f(z) = αz − iβz2

2
− iCz4

24
+ d, α, β, d constante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

f(0) = 0 ⇒ d = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,5p

b)

∫ ∞

0
eix

2
dx

x2=t
=

1

2

∫ ∞

0

1√
t
eit dt

=
1

2
· L
[
1√
t

]
(−i) = 1

2

√
π ·

√
i

pe ramura principal 
√
i =

√
2

2
(1 + i) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

c) Impunerea condiµiilor cerute conduce la

α = 0, β = 0, C = −1 ³i f(z) =
iz4

24
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Rezolvarea ecuaµiei z4 = 1 ⇒ z ∈ {±1,±i} . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Problema 2.

Calculaµi ∫
|z|=3

(1 + z2)
(
e

1
z−1 + e

1
z−2

)
dz.

Rezolvare:

I1 =

∫
|z|=3

f1(z) dz, f1(z) = (1 + z2)e
1

z−1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

I2 =

∫
|z|=3

f2(z) dz, f2(z) = (1 + z2)e
1

z−2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Calculul lui I1:

z = 1 este punct singular esenµial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Rez(f1(z), 1) = coe�cientul c−1 din dezvoltarea[
(z − 1)2 + 2(z − 1) + 2

]
·

∞∑
k=0

1

(z − 1)k · k!
=

19

6
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

I1 =
19πi

3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,5p

Calculul lui I2:

z = 2 este punct singular esenµial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Rez(f2(z), 2) = coe�cientul c−1 din dezvoltarea[
(z − 2)2 + 4(z − 2) + 5

]
·

∞∑
k=0

1

(z − 2)k · k!
=

43

6
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

I1 =
43πi

3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .0,5p

I = I1 + I2 =
62πi

3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 3.

Se consider  funcµiile f, g : R → R, f(x) =
1

x2 + 1
³i g(x) = (1− x2) · f2(x) ³i �e

hn(x) = f(x) ∗ f(x) ∗ ... ∗ f(x)︸ ︷︷ ︸
n ori

, n ∈ N, n ≥ 2,

unde ∗ reprezint  produsul de convoluµie.

a) Calculaµi transformatele Fourier f̂(ω) ³i ĝ(ω).

b) Calculaµi

∫ ∞

−∞
h2026(x) · sinx · sin(2x) dx.

Rezolvare:

a) Calculeaz  f̂(ω) =


πeω, ω < 0,

πe−ω, ω > 0,

π, ω = 0

sau f̂(ω) = π · e−|ω| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Scrie g(x) =
(
x · f(x)

)′
³i obµine ĝ(ω) = π · |ω| · e−|ω| . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

b) I =
1

2

∫ ∞

−∞
h2026(x) · cos(x) dx− 1

2

∫ ∞

−∞
h2026(x) · cos(3x) dx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

I =
1

2
Re(ĥ2026(1))−

1

2
Re(ĥ2026(3)) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

ĥn(ω) =
(
f̂(ω)

)n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Finalizare I =
π2026

2

(
e−2026 − e−6078

)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Problema 4.

S  se rezolve în clasa funcµiilor original Laplace problema:

x′′(t) + 2x′(t) + 2x(t) +

∫ t

0
(t− τ)e−(t−τ)x(τ) dτ = 0, t ≥ 0

x(0) = 0, x′(0) = −1.

Rezolvare:

Aplic  transformarea Laplace, recunoa³te produsul de convoluµie ³i obµine:

L[x(t)](s) ·
(
s2 + 2s+ 2 +

1

(s+ 1)2

)
= −1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Scrie L[x(t)](s) = −(s+ 1)2

(s+ 1)4 + (s+ 1)2 + 1
= L[e−tf(t)](s), unde f(t) = L−1

[
−s2

s4 + s2 + 1

]
(t) . . 3p

Desface în fracµii simple:
−s2

s4 + s2 + 1
= −1

2

s

s2 − s+ 1
+

1

2

s

s2 + s+ 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

G se³te

f(t) = −1

2
e

1
2
t cos

(√
3

2
t

)
− 1

2
√
3
e

1
2
t sin

(√
3

2
t

)
+

1

2
e−

1
2
t cos

(√
3

2
t

)
− 1

2
√
3
e−

1
2
t sin

(√
3

2
t

)
. .2p

G se³te

x(t) = −e−t

[
sh

(
1

2
t

)
cos

(√
3

2
t

)
+

1√
3
ch

(
1

2
t

)
sin

(√
3

2
t

)]
, t ≥ 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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