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Problema 1. Fie n ≥ 1 s
,
i �e A,B,X ∈ Mn(C) matrice care comut  dou  câte dou . Dac 

rang(AB) = 1 ³i AX −BX2A = X3, demonstraµi c 

rang(A−X2) ≤ dimkerX + 1.

Problema 2. Fie A1A2A3A4 tetraedru ortocentric cu ortocentrul H ³i not m vi :=
−−→
HAi, i ∈ 1, 4.

a) Ar taµi c  exist  scalarii wi ∈ R pentru care
4∑

i=1
wivi = O3,1 ³i

4∑
i=1

wiviv
T
i = I3.

b) Se consider  cuadrica de ecuaµie

Q : rTKr+ LT r+ p = 0,

unde K ∈ M3(R), L ∈ M3,1(R), p ∈ R. Dac  Tr(K) = 0 ³i Ai ∈ Q, i ∈ 1, 4, atunci H ∈ Q.

Not . Într-un tetraedru ortocentric muchiile opuse sunt perpendiculare.

Problema 3.

Pentru n ≥ 0, �e Fn = 33
n
+ 1. Pentru n ≥ 1, numim factor prim nou al lui Fn orice prim p care

divide Fn, dar nu divide Fn−1.
Demonstraµi c , pentru orice n ≥ 1 ³i pentru orice factor prim nou p al lui Fn, avem

ordp(3) = 2 · 3n,

unde cu ordp(x) s-a notat ordinul lui x în (Z∗
p, ·).

Problema 4. Fie a1, a2, . . . , a2026 numere reale strict pozitive, distincte dou  câte dou . Deter-

minaµi funcµiile f : R → R de clas  C∞ astfel încât

∀x ∈ R :
2026∑
i=1

f(aix) = 0.

Not : Toate subiectele sunt obligatorii s
,
i se noteaz  cu punctaje cuprinse între 0 s

,
i 10.

Timp de lucru: 4 ore.


